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Kivonat

Dolgozatom témaja a differencialegyenletek megoldasa kiilonb6z6 technologidk se-
gitségével. Mint tudjuk a koriilottiink 1évo vilagban szinte minden eseményt, jelenséget,
problémat le tudunk irni differencidlegyenletek segitségével. Majd a kapott egyenletet
vagy egyenleteket megoldjuk szamitogép segitségével, valamilyen technologiat felhasznal-
va.

Vannak olyan helyzetek az életben, amikor fontos, hogy ne csak pontosan, hanem a
lehetd leggyorsabban is meg tudjuk oldani ezeket az egyenleteket. Tehat szamit az idoté-
nyezo is, mert ezen akar emberi életek is malhatnak. Ilyen jelllegli probléma lehet példaul
valamilyen természeti katasztrofa elrejelzése vagy egy betegséggel kapcsolatban felme-
rilé jovobeli kérdés megvalaszolasa. Ezekben az esetekben nagyon fontos lehet az, hogy
a rendelkezésiinkre allo szoftverek és programok koziil, melyiket valasztjuk a probléma
megoldésara.

Jelen dolgozatomban arra a kérdésre keresem a valaszt, hogy milyen tipusu szoft-
vert érdemes hasznalni, ahhoz hogy az adott feladat egyenleteit a lehetd leggyorsabban
tudjuk megoldani. A szoftvereket két kategéridra osztom fel és igy fogom megvizsgéalni:
olyan szoftverek melyek mar léteznek és hasznalhatoak differencidlegyenletek megoldasa-
ra, valamint sajat megvaldsitasu szoftverek.

A valasztott és megvaldsitott programokkal megoldatjuk ugyanazokat a feladatokat
és minden esetben mérjiik a futasi idot. A teszteket megismételjiik és atlagokat szamitunk,
hogy az eredmények még hitelesebbek legyenek. A végso eredményeket 6sszehasonlitjuk
és kiértékeljiik.

Végiil az eredmények alapjan levonjuk a kévetkeztetéseket, hogy melyik modszert
vagy technologiat érdemes hasznélni vagy esetleg tovabbfejleszteni a jovében. Tovabba
megallapitjuk azt is, hogyha egy adott technologidaval nem érdemes tovabb probalkozni.



Rezumat

Tema tezei este rezolvarea ecuatiilor diferentiale cu ajutorul diferitelor tehnologii.
Cum stiim n jurul nostru aproape toate actiuniile si fenomenele ale naturii sau probleme
date pot fi descrise cu ajutorul ecuatiei diferentiale. Ecuatiile primite vom rezolva cu
ajutorul calculatorului, folosind oricare tehnologie.

Sunt situatii in viata cand este important nu numai exactitatea ci si rapiditatea
rezolvarii ecuatiilor. Deci conteaza si factorul timpului, fiindca de aceasta pot depinde
vieti omenesti. Asemenea probleme pot fi de exemplu pronosticul catastrofelor naturale
sau rezolvarea problemelor aparute in unele boli. In aceste cazuri este foarte importanti
alegerea corecta a software-ului pentru rezolvarea problemei.

In teza caut raspunsul la folosirea software-ului potrivit pentru rezolvarea in mod
cat mai rapid a problemei. Software-ele am impartit in doua grupuri: programuri care
deja exista si pot fi folosite pentru rezolvarea ecuatiilor si programe construite de mine.

Cu ajutorul programelor alese si rezolvate vom rezolva problema data si masuram
timpul necesar. Vom repeta testele si calculam media pentru autentificarea rezultatelor.
Facem compararea si evaluarea rezultatelor.

In final tragem concluzia ca care dintre tehnologii meritd folosire sau dezvoltare. In
plus constatam in ce tehnologie nu merita sa investigam.



Abstract

The aim of my thesis is to solve differential equations using different technologies.
We know that in the world around us, we can describe almost every event, phenomenon
using differential equations. We can then solve the given equation or system of equations
with the help of a computer, using some technology.

There are situations in real life when it is necessary to solve the equations not only
as accurately but as quickly as possible. The time factor is also very important because
human lives may also depend on it. Such a problem might be a natural disaster forecast
or the need to urgently answer a disease related question. In these cases our choice of
available software is critical in solving the problem.

In this thesis I aim to identify the best software for solving the problem as quickly
as possible. I split the software into two groups: programs that already exist and which
can be used to solve the equations, and programs that I have built.

With the help of the chosen and solved programs, we will solve the problem and
measure the time taken to achieve this. We will repeat the tests and calculate the median
for the authentication of the results. We compare and evaluate the results.

Finally, we reveal which technology is worth using or developing. In addition, we
identify which technology is not worth investigating.
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1. fejezet

Bevezeto

Felmertilhet benniink a kérdés, hogy mi is az a differencidlegyenlet és hogy egyaltalan
mire jO, vagy hol hasznalhatjuk fel? Roviden 6sszefoglalva a differencialegyenlet egy olyan
egyenlet, amelyben az ismeretlen egy fliggvény és az egyenlet tartalmazza a fliggvény
valamilyen rendii derivaltjat is. Tehat nem ismerjiitk a konkrét fliggvényt, csak annak
valtozasat kiillonbo6zo idépillanatokban.

Ha jobban belegondolunk a mindennapi életben is rengeteg ilyen esemény, jelenség,
folyamat, stb. vesz koriil, amit csak megfigyelni tudunk, de nem tudjuk konkrétan le-
irni matematikai vagy fizikai képletekkel. Itt jonnek képbe a differencidlegyenletek, az
el6bbiekben elmondottak alapjan tokéletesen alakalmasak az ilyen jellegli problémak fel-
irdsara, modellezésére. Egy egyszerti kis példa az az eset, amikor a siitoébdl kivesziink
egy forrd siitteményt és ennek a kihtilését szeretnénk valamilyen moédon megviszgalni. Ez
ugy lehetséges, hogy kiilonbozo6 idopillanatokban megmérjiik a stitemény homérsékletét
és lejegyezziik, majd ezekbdl az eldzetes ismeretekbdl felallitjuk a differencialegyenletiin-
ket. Miutdn megvan az egyenletiink (modelliink) mar csak meg kell oldani. Mai fejlett
vildagunkban ezt mar nem papiron analitikus moédszerekkel végezziik, azért sem, mert
sok esetben nem is lehetséges kézzel megoldani az egyenleteket, ezért segitségiil hivijuk a
szamitogépet és numerikus szamitasokkal probaljuk megoldani az adott problémat.

A valés életben vannak sokkal bonyolultabb esetek is, amikor nem ilyen egyszeri fel-
irni, megalkotni vagy megoldani a probléma modelljét (figyelembe kell venni szdmos més
kérnyezeti behatdst, tényezot). Emellett nagyon fontos az is, hogy egy adott problémat
milyen gyorsan és hatékonyan tudunk megoldani a mai szamitégépek és technolégiak se-
gitségével. Dolgozatom témajanak megvalasztasandl is ez a feladat keltette fel leginkabb
az érdeklodésem, hogy hogyan lehet azokat a bizonyos egyenleteket a leggyorsabban meg-
oldani. Vannak olyan esetek vagy problémak, ahol a gyorsasag és hatékonysag elenged-
hetetlen. Példaul egy stlyos betegség vagy természeti katasztréfa elérejelzésénél fontos,
hogy a modelliinket a lehet6 leggyorsabban megoldjuk és még idében tudjuk jelezni ha
baj van. Ezekben az esetekben nagyon fontos, hogy az adott modellt megoldé szoftveriink
milyen technologidkkal és modszerekkel van megvalodsitva.

A doldozat tovabbi részében ismertetem a differencidlegyenletek numerikus megol-
dasanak elméleti alapjait, majd olyan konkrét modelleket vizsgalunk meg, amelyek eseté-
ben fontos az idotényez6. Tovabba bemutatom a kiilénbz6 technolégiakkal megvaldsitott
szoftvereket, megvizsgaljuk ezeknek a hatékonysagat kiilon-kiilon és egymashoz képest is.
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Végiil megprobaljuk megtaldlni a megvaldsitott szoftverek koziil azt, amelyik a legjobban
teljesit gyorsasag szempontjabdl a kiillonboz6 tesztek soran. [Knull]
,2Maxwell’s equations” are named for James Clark Maxwell and are as follow:

V-E = £ Gauss’s Law (1.1)
€0
V-B = 0 Gauss’s Law for Magnetism (1.2)
5 0B ,
VxE = 5 Faraday’s Law of Induction (1.3)
S o 0E = .
VxB = €05y +J Ampere’s Circuital Law (1.4)

Equations (1.1), (1.2), (1.3), and (1.4) are some of the most important in Physics.
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2. fejezet

Programok, technologiak
bemutatasa

2.1. Beépitett szoftverek, konyvtarak

Dolgozatom ezen részében eloszor vizsgaljunk meg olyan beépitett differencidlegyen-
let megoldo szoftvereket, melyeket mar megemlitettem. Ezek kozil én a Matlab és a Boost
- Odeint beépitett programjat hasznaltam és vizsgaltam meg. Mindkét esetben kozonsé-
ges differencidlegyenletek (ODE) megoldédsara, az elére megirt algoritmus segitségével,
melynek hatterében természetesen a Dormand-Prince médszer all.

r=1+1+1+1 (2.1)
= 4.

y=mx+b
z =nw+ c. (2.3)

1 b B

oIt (2.4)

a «

12

34
2.1.1. Matlab - ode45

A Matlab egy programcsomag és egyben egy technikai nyelv is, mely magas szinten
lehetOséget biztosit szamitasok elvégzésére, modellezésre, szimulacidra, megjelenitésre,
vizualizaciora és szamos mas hasznos mérnoki munka elvégzésére. Esetiinkben a legfon-
tosabb, hogy konnyedén tudunk kozonséges differencidlegyenleteket megoldani az ode4b
program segitségével. Emellett az eredményeket egy jol megtervezett feltileten ki is tudjuk
abrazolni. Az alabbi példaban jol lathato, hogy milyen egyszerti és kényelmes a haszna-
lata:

12


https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/ode45.html

f =0e(t,y) y;

t = [0 10];

yO = 1.0;
oded5(f, t, y0);
plot(t, y(:));

2.1. kédrészlet. Matlab példakod diff. egyenlet megoldéasara.

A fenti bemenetre n = 100 - szor lefuttattuk az algoritmust és a kovetkez6 iddered-
ményeket kaptuk:

« Futasi idok atlaga: 0.0043 sec
o Futédsi idék minimuma: 0.0026 sec

o Futéasi idok maximuma: 0.1504 sec

Edit ITEX [ HERES ] ( ITEX ]
T — index

2.1.2. Boost - Odeint

Egy masik elore megirt kozonséges differencidlegyenlet megoldé a Boost konyvtar-
csomag Odeint nevezetli konyvtara. Ez egy modern C++ nyelven irt csomag, 1ényeges
jellemzéi, hogy nagy teljesitményre képes és nagyon magas szinten (absztraktan -
Template Metaprogramming) van megirva, igy rugalmas és kénnyen integralhat6 kiilon-
b6z rendszerekbe. Emellett rugalmas a bementi adatok tipusat illetéen is. Ugyanakkor
jo tudni, hogy ez a nagyon absztrakt megvaldsitas hatrany is lehet, mert bizonyos esetek-
ben nagyon nehéz megérteni vagy megoldani egy felmeriilé probléméat. Most lassunk egy
egyszerll példat a hasznalatara:

#include <iostream>
#include <boost/numeric/odeint.hpp>

using namespace std;
using namespace boost::numeric::odeint;

typedef runge_kutta_doprib<double> stepper_type;

void rhs( const double x , double &dxdt , const double t ) {
dxdt = 3.0/(2.0xt*t) + x/(2.0%t);

}

void write_cout( const double &x , const double t ) {
cout << t << ’\t’ << x << endl;

}

int main() {

13
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double x = 0.0;
integrate_adaptive( make_controlled( 1E-12 , 1E-12 , stepper_type() ) ,
rths , x , 1.0, 10.0 , 0.1 , write cout );

2.2. kédrészlet. Odeint példakod.
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Az el6z6 kbdrészlet eredménye a kovetkezd:
o Futési idok atlaga: 0.0989 sec
« Futasi idok minimuma: 0.09 sec

o Futéasi idok maximuma: 0.099 sec

2.2. Altalam megvalésitott szoftverek

function [yy, tt, timeSpent] = fun_dopri45(f, yO0, tO, tf, tolerance)

while t < tf
if (t+h >= tf)
h = tf-t;
end

% Calculate k1, k2, ... , k7
k1 = hxfeval(f, t+h*xC(1), y);
k2 hxfeval(f, t+h*C(2), y + A2(1)*kl);

k7

hxfeval(f, t+h*C(7), y + A7(1)*kl + A7(3)*k3 + ... + A7(6)*k6);

% Calcaulate the next point

yt =y + A7T(1)*kl + A7(3)*k3 + A7(4)xkd + A7(5)*k5 + A7(6)*k6;
% Calculate the error

err = abs(E(1)*kl + E(3)*k3 + ... + E(7)*k7);

if max(err) < tolerance

t =1t + h;
y = yt;
end

% Calculate optimal step size
scale = 1.25%(maxErr/tolerance) ~(1/5);
if scale > 0.2
h = h / scale;
else
h = 5.0%h;
end
end
end

2.3. kédrészlet. Matlab kéd oded4b hasznélata nélkul.

» Futési idok atlaga: 0.0043 sec

o Futasi idok minimuma: 0.0058 sec
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o Futéasi idok maximuma: 0.0287 sec

A kovetkezd szoftvert, amit bemutatok Java nyelven irtam objektum orientéltan,
a fejlesztés soran pedig Eclipse fejlesztoi kornyezetet hasznédltam. Ez a szoftver harom
egységbdl all: 6 -, differencidlegyenlet megold6 - és kifejezés kiértékels egység (ezt a
legnehezebb megvaldsitani vagy megtaldlni a megfelel6 konyvtarat). Az alkalmazas nem
rendelkezik grafikus felhasznaléi feliilettel, a bemeneti adatokat egy széveges dllomanybol
olvassa be (amelynek jol meghatarozott szerkezete van) és a kivant eredményeket a stan-
dard kimenetre irja ki. A kifejezés kiértékel6 egység megirasanal felhasznaltam egy elére
elkészitett Java konyvtarat, melyet JE£P-nek neveznek. A szoftverben arra hasznaltam fel,
hogy egy sztringként megadott kifejezést kiértékeltem és elvégeztem a segitségével. Mind-
ezt gy csindlja, hogy a hattérben felépit egy kifejezésfat, aminek a leveleiben lesznek az
értékek, csicsaiban a miiveletek, zaréjelek, stb. (lasd az alabbi dbrat):

» Futasi idok atlaga: 0.1422 sec
e Futéasi idok minimuma: 0.123 sec

o Futasi idok maximuma: 0.341 sec

Harmadiként lassuk a C++4 szoftvert, amelyet szintén objektum orientaltam va-
l6sitottam meg. Ennek a szoftvernek a szerkezete hasonl6 a Java szoftver szerkezetéhez.
Ebben az esetben is sziikség volt egy kifejezés kiértékelo konyvtarra, hogy ne kelljen egy
sajatot irni. Elészor kiprobaltam egy muparser nevli konytarat, aztan egy masikat is,
aminek FzprTk (Expression Toolkit Library) a neve. Fontos elmondani, hogy mindkét
konyvtar ingyenesen elérhetd és hasznalhato. Az elsé konyvtarat nehezebb volt hozza-
adni a szoftverhez és mivel tobb fajlbol allt tobb idébe keriilt a forditasa is. A legfébb
ok, amiért mégis a masodikat haszndltam az volt, hogy jelentésen gyorsabb és hatéko-
nyabb volt az én szoftveremben. Tehat végiil az FxprTk konyvtarat hasznaltam a jobb
teljesitménye és konnyebb integralhatosaga miatt.

« Futasi idok atlaga: 0.1086 sec
e Futési id6k minimuma: 0.096 sec

o Futéasi idok maximuma: 0.214 sec

Végiil nézziik meg az utolsd, Dormand-Prince modszeren alapuld szoftvert, amely egy
Android alkalmazas. Mint tudjuk napjainkban a mobileszkézok nagyon elterjedtek és
teljesitményiik is jelentosen megndétt, lassan felveszik a versenyt a személyi szamitégé-
pekkel. Ezért mindenképp szerettem volna az algoritmust megvaldsitani mobileszkozokre
is és megnézni itt is a teljesitményt. Mivel az Android alkalmazédsok fejlesztésénél Java
nyelvet hasznalunk, igy konnyt dolgom volt, hiszen a Java szoftverbdl at tudtam venni
a mar jol megirt és elkiilonitett osztalyokat. Ugyanazt a JEP konyvtarat hasznaltam itt
is a kifejezések kiértékelésére, igy majd az eredmények Osszehasonlitasat is konnyebbé
tettem. A Java és C++ szoftverrel ellentétben rendelkezik egy kis grafikus felhasznaléi
feliilettel, de a bemeneti adatokat itt is egy szoveges allomanybodl olvassuk be, mert nem
tul kényelmes azt a sok szamadatot, meg egyenletet beviteli mezokon keresztiil beirni.
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« Futasi idok atlaga: 37.9015 sec
e Futési idok minimuma: 31.116 sec

e Futasi idok maximuma: 70.876 sec

2.3. Szoftverek Osszehasonlitasa

Az el6z6 alfejezetekben ismertettem a mar létezé Dormand-Prince moédszeren ala-
pu differencidlegyenlet megolddk koziil kettot és négy sajat megvalositast is. Mindegyik
esetében lathattunk futasi idéket és szamadatokat, azonban nem lattuk ezeket egymas
mellett. Ebben az alfejezetben 6sszegezziik és 0sszehasonlitjuk a kapott eredményeket.

Fontos, hogy minden algoritmust ugyanazon a hardveren teszteljiink, mert csak igy
redlisak és Osszehasonlithatéak a mérési adatok. Esetiinkben hasznalt hardver konfigura-
cidja:

o Intel Core i5-7200U, 2.50 GHz processzor, 8.00 GB RAM memoria

Természetesen az Android alkamazast csak mobileszkozokon lehetett vizsgalni, itt két
késziiléket hasznaltam a tesztelésre:

o Motorola Moto E2, Quad-core 1.2 GHz processzor, 1 GB RAM memoéria

o Samsung Galaxy Core Prime, Quad-core 1.2 GHz processzor, 1 GB RAM memoria

Technolégia | Atlagidé (s) | Min. id8 (s) | Max. id6 (s) | Hardver

Matlab - ode4b 0.0032 0.0029 0.0038 Intel Core i5
Boost - Odeint 0.0989 0.0900 0.1290 Intel Core i5
Matlab 0.0062 0.0060 0.0066 Intel Core i5
Java 0.2224 0.1970 0.3020 Intel Core i5
C++ 0.1047 0.1010 0.1240 Intel Core 15
Android 37.9015 31.1160 70.8760 Moto E2

Android 35.9987 29.4200 87.6120 Core Prime

2.1. tablazat. Mérési eredmények n = 10 tesztesetre.

Technolégia | Atlagidé (s) | Min. id8 (s) | Max. id6 (s) | Hardver

Matlab - ode4b 0.0043 0.0026 0.1504 Intel Core i5
Boost - Odeint 0.0912 0.0900 0.0990 Intel Core i5
Matlab 0.0067 0.0058 0.0287 Intel Core i5
Java 0.1422 0.1230 0.3410 Intel Core 15
C++ 0.1086 0.0960 0.2140 Intel Core 15
Android — — — Moto E2

Android — — — Core Prime

2.2. tablazat. Mérési eredmények n = 100 tesztesetre.
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2.4. Differencidlegyenletek megoldasa GPU-n

A tovabbiakban nézziik meg a két algoritmus magjanak szekvencidlis és parhuzamo-
sitott valtozatait:

for (int i = 0; i < numberOfVariables; ++i) {
mResult.at(i) [j + 1] = mResult.at(i) [j] + mInputs->getStepSize() *
(mFunctionsParsers.at (i) ->computeFunctionValue(values));

2.4. koédrészlet. Euler mddszer szekvencialis kod.

__global__ void computeFunctionsValuesKernel (double* resultValues,
double* previousValues, double*x functionValues, double stepSize, int N) {
int i = threadIdx.x;

if (A <N) {
resultValues[i] = previousValues[i] + stepSize * functionValues[i];

}

2.5. kédrészlet. Euler médszer parhuzamositott kod.

for (int k = 0; k < numberOfVariables; ++k) {
mResult.at (k) [i + 1] = mResult.at(k)[i] + (mInputs->getStepSize() / 6)x*
(K[0] [k] + 2 = K[1]1[k] + 2 * K[2][k] + K[3][kl);

2.6. koédrészlet. Runge-Kutta modszer szekvencidlis kod.

__global__ void computeValuesKernel(double* resultValues, doublex* K,
double* previousValues, double stepSize, int numberOfVariables) {
int i = threadIdx.x;

if (i < numberOfVariables) {
resultValues[i] = previousValues[i] + ((stepSize / 6) *
(K[i] + 2 * K[i + 1 * numberOfVariables] +
2 x K[i + 2 * numberOfVariables] + K[i + 3 * numberOfVariables]));

2.7. kédrészlet. Runge-Kutta modszer parhuzamositott kod.
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Nézziink meg par mérési eredményt a kovetkezo differencialegyenlet rendszerre:

n(ty) =m
/
t = Yn

y7< W= e 0,100 0 = 5 (2.5)

y1(to) = 1.0

yr(to) = 1.0

CPU sec (Intel Core i5) | GPU sec (GeForce 940MX)
Euler Runge-Kutta | Euler Runge-Kutta

h =10.0 | 0.006 0.036 0.587 0.036
h=1.0 0.074 0.523 0.841 0.490
h=0.1 0.689 4.987 1.565 3.399
h=0.01 |7.202 52.800 14.321 50.110
h =0.001 | 71.071 500.999 98.445 321.965

2.3. tablazat. Mérési eredmények n = 5 egyenlet esetén.

n(ty) =un
t = Yn
y7( Y=Y 10,100, = 10 (2.6)
yi(to) =1
Yn(to) = 1.0
CPU sec (Intel Core i7) | GPU sec (GeForce 950M)
Euler Runge-Kutta | Euler Runge-Kutta
h=10.0 |0.039 0.256 1.070 0.222
h=1.0 0.320 2.482 0.994 2.087
h=0.1 3.042 23.962 4.143 20.978
h=0.01 | 30.812 241.977 35.009 206.842
h =0.001 | 305.092 2394.930 344.485 2067.870

2.4. tablazat. Mérési eredmények n = 10 egyenlet esetén.
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3. fejezet

Eredmények, kovetkeztetések

3.1. Beépitett szoftverek esetén

A 2. fejezetben bemutattam két beépitett, elére megvaldsitott szoftvert, melyek a
Matlab ode45 programja és a Boost - Odeint konyvtar. Az elért eredmények és tesztek
azt mutatjak, hogy a Matlab ode45 differencidlegyenlet megolddja sokkal gyorsabb és
hatékonyabb, mint az Odeint. Ha a tesztesetekben mért atlagidoket Osszehasonlitjuk
lathatjuk (2.3. alfejezet), hogy az oded5 20 — 30 -szor gyorsabb a Odeintnél. Ez taldn
annak is koszonhetd, hogy a Matlab egy nagyon komoly szoftver, amelynek programcso-
magjain mérnokok és programozok szazai (vagy akar ezrei) dolgoznak, igy természetes,
hogy az algoritmusok jobban optimizaltak és hatékonyabbak az ingyenes szoftvereknél.
A tovabbiakban 0Osszegezziik, hogy a két technolégianak milyen elényei és hatranyai
vannak vagy éppen miért érdemes/nem érdemes hasznélni 6ket, 14sd [LLS15]

Matlab ode45 elonyei:
e nagyon egyszeril a hasznalata, nem igényel komoly programozasi ismereteket
o konny( beépiteni és 6sszekotni mas Matlab programokkal

o a kapott eredményeket matrix vagy vektor tipusokban tériti vissza, ami konnytivé
teszi az eredmények tovabbi kezelését

« az eredményeket grafikus feliileten azonnal meg tudjuk jeleniteni
o jobb eredményeket produkalt, mint az Odeint

e jol dokumentalt, sok példa van a hasznalatara
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3.1. dbra. Egyszert graf TIKZ segitségével

Matlab ode45 hatranyai:

o komoly hatranya az Odeinttel szemben, hogy fizetni kell a hasznalatiért

e mnagyon sok memoriat hasznal, komolyan igénybeveszi a szamitogép eroforrasait
Odeint elonyei:

« ingyenes és nyilt forraskodi, hasznalhatd személyi és kereskedelmi célokra egyarant

« nagyon rugalmas, absztrak, igy konnyedén valtoztathaté a bemeneti adatok tipusa
vagy struktiraja

o C++ nyelven frodott, tAmogatva a modern programozasi technolégiakat (Generikus
programozas, Template Metaprogramming)

Odeint hatranyai:

« hasznalata nehezebb, mint a Matlab ode45 programé, sziikséges a C++ programo-
zasi nyelv ismerete

o a kapott eredményekkel nem olyan konnyt banni, mint a Matlab esetében
« absztraktsaga miatt nehéz a felmeriilé problémakat megoldani

o dokumentaltsaga joval szegényesebb, mint a Matlabé
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3.2. Sajat szoftverek esetén

Sajat szoftverek esetében sikertilt négy kiilonbozé technologia segitségével megvaléd-
sitani a Dorman-Prince differencidlegyenlet megoldé algoritmust (lasd 2.2. alfejezet). A
felhasznalt technolégiak: Matlab, Java, C++ és Android voltak.

Ezen technolégiak koziil az Androidos szoftverrel kapcsolatban mar el6zetes félelme-
ink voltak, mivel azt feltételeztiik, hogy barmennyire is fejlettek napjainkban a mobil-
eszk6zok, mégis hardveresen nem lesznek elegek ahhoz, hogy versenybe tudjanak szallni
a szamitégépekkel. Néhany teszt utan feltételezéseink beigazolodtak, lathatjuk a 2.3. al-
fejezet teszteseteiben is, hogy az Android szoftver mennyire gyengén teljesitett (mind a
Motorola Moto E2, mind a Samsung Galaxy Core Prime esetében). Osszehasonlitva a
tobbi algoritmussal az atlagidoket nézve 150 — 160 - szor lassabb a Javanal és 300 — 350 -
szer a C++ - nall Tehat azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy nem érdemes mobileszko-
zokon differencidlegyenleteket oldani, mivel tilsdgosan nagy a hardver igénye és egyelore
ezen a téren nem képesek tartani a 1épést a szamitoégépekkel.

A tovabbi harom technoldgia koziil (Matlab, Java, C++) meglep6 modon itt is a
Matlab teljesitett a legjobban, igaz, hogy ebben az esetben mar nem hasznéltuk az ode4b
programot, hanem megirtam én a sajat fliggvényemet. Ez a teljesitményen is meglatszott,
mert az altalam irt fliggvény nem tudott jobban teljesiteni a tesztek alatt, mint az ode45.
Mindezek ellenére 35 — 40 - szer gyorsabb volt a Javandl és megkozelitoleg 15 — 20 - szor
gyorsabb a C++ - nél.

A Java és C++ szoftvereket 6sszehasonlitva elmondhatom, hogy az esetek tobb-
ségében a C++ koriilbeliill 2 - szer volt gyorsabb a Javandl, ami megfelel az el6zetes
elvarasoknak.

Amit nagyon fontosnak tartok kihangsilyozni, hogy az altalam megvalésitott C++
szoftver a tesztek soran nagyon jol teljesitett, felvette a versenyt az Odeint konyvtar-
ral és az elért atlagok is csak nagyon kicsivel maradnak el az Odeint altal produkdlt
eredményektdl (2.3. alfejezet).

Tovabba megvalositottam az Euler és Runge-Kutta modszerek parhuzamositott val-
tozatait is CUDA technologia segitségével. Ebben az esetben a tesztek azt mutattdk, hogy
az Euler modszer esetében tobbe kertil a sok CPU és GPU memoéria kézotti masolds mii-
velete, mint amennyit nyeriink a szamitasok elvégzése soran. Tehat ebben az esetben ez a
fajta parhuzamositasi megkozelités nem éri meg. Ezzel ellentétben a Runge-Kutta méd-
szer esetében a megkozelités eredményesnek bizonyult abban az esetben, ha az egyenletek
szama nagy és a lépéskoz kicsi. A 2.4 alfejezetben lathattuk, hogy abban az esetben ha az
egyenletek szama n = 10 és a 1épéskoz h = 0.001, a GPU-n megkozelitdleg 5 és fél perccel
hamarabb lefutott az algoritmus, mint a CPU-n. Ezzel a parhuzamositasi modszerrel nem
tudtuk kihasznalni a videdkéartya altal nyujtott maximalis szamitasi kapacitast, de igy is
jelentds kiilsnbséget sikeriilt elérni a futasi idéket nézve, lasd [K08].

3.3. Osszességében

A fentieket Osszegezve elmondhatom, hogy megéri elére megirt szoftvereket vagy
konyvtarakat hasznalni differencialegyenletek megoldasara. Nagyon megkonnyithetik az
eltiinket egyszertiségiikkel és nagy teljesitményiikkel. Viszont fontos elmondani, hogy
hasznalatuk problémakkal is jarhat, példaul fizetni kell értiik vagy nem lehet belenylni az
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algoritmusokba kedviink szerint, esetleges fellép6 hibak esetén nagyon nehéz lenyomozni
a hiba forrdsat (vagy szinten lehetetlen).

Sajat algoritmusok terén batran elmondhatom, hogy megéri a C+4 technoldgiat
valasztani és ezen a vonalon tovabbhaladni egy esetleges sajat konyvtar megirasa, meg-
valositasa felé. Lathattuk, hogy az altalam megirt C++ szoftver is felvette a versenyt az
Odeint konyvtarral, ami szintén C++ technolégiat alkalmaz, lasd [Ant07].

Egy masik vonal, amit érdemes sokkal jobban felderiteni az a CUDA technol6gia-
val és grafikus kartyaval torténo differencidlegyenlet megoldasa. Lathattuk, hogy egy kis
parhuzamositas is jelentos idobeli kiillonbséget jelenthet bizonyos algoritmusok esetében.
Annak tudataban is, hogy a differencidlegyenletek megoldasa nem a legjobban adatpar-
huzamosithaté feladatok kozé sorolhatd azt mondom, hogy megéri ezzel a technologiaval
foglalkozni. Ennek kapcsan a legnagyobb motivacié szamomra a jovore nézve a parci-
alis differencidlegyenletek parhuzamositasanak megvalésitasa és tanulmanyozasa, mivel
ezeknél az egyenleteknél jobban ki lehet haszndalni a videokartya racsos szerkezetét.
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4. fejezet

Szamitogépes elemzés

Ebben a fejezetben bemutatom az el6zo6 fejezetben elviekben ismertetett modelleket
példakon és valos adatokon keresztiil. A szoftver segitségiinkre lesz abban, hogy megold-
juk a felmerilé differencidlegyenleteket és egyenletrendszereket, végiil az eredményeket
grafikus feliileten is megtekinthetjiik.

4.1. abra. Graf

4.2. abra. Graf 2
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Logistic Map Bifurcation Diagram

Population

3.840 3842 3.844 3.846 3.848 3.850 3.852 3.854 3.856
Growth Rate

4.3. abra. Bifurkacios diagram

4.4. abra. Lorentz attraktor
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5. fejezet

Szoftver

1. algoritmus: Euclidean Algorithm

Input: Integersa > 0and b>0
Output: GeD of a and b
1 while b # 0 do

2 r < a mod b;
3 a < b;

4 b < r;

5 end

2. algoritmus: How to write algorithms

Data: this text
Result: how to write algorithm with KTEX2e
1 initialization;
2 while not at end of this document do
3 read current;
if understand then
go to next section;
current section becomes this one;
else
‘ go back to the beginning of current section;
end

© 0 N o « A~

10 end
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3. algoritmus: IntervalRestriction

Data: G = (X, U) such that G is an order.
Result: ' = (X, V) with V' C U such that G"* is an interval order.

1 begin
2 VU
3 S+— 10
4 for x € X do
5 NbSuceInS(z) «— 0
6 NbPredInMin(z) «— 0
7 NbPredNotInMin(z) <— |ImPred(z)|
8 end
9 for x € X do
10 if NbPredinMin(z) =0 and NbPredNotInMin(z) =0 then
11 ‘ AppendToMin(x)
12 end
13 end
15 while S # () do
REM remove z from the list of 7" of maximal index
18 while |S N ImSucc(x)| # |S| do
19 for y € S — ImSucc(z) do
20 { remove from V" all the arcs zy : }
21 for z € ImPred(y) N Min do
22 remove the arc zy from V
23 NbSuccInS(z) +— NbSuccInS(z) — 1
24 move z in T' to the list preceding its present list
25 {i.e. If z € T[k], move z from T[k] to Tk — 1]}
26 end
27 NbPredInMin(y) <— 0
28 NbPredNotInMin(y) <— 0
29 S <— S —A{y}
30 AppendToMin(y)
31 end
32 end
33 Remove FromMin(z)
34 end
35 end
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5.1. A szoftver bemutatasa

Az altalam irt szoftver egy Java nyelven, NetBeans IDE 8.0.1 fejlesztoi kornye-
zetben irt asztali alkalmazas, amelynek fo funkcionalitdsa a kezdetiérték-probléma tipusiu
differencialegyenletek numerikus megoldasa és ezen megoldasok grafikus feliileten valod
abrazolasa. A 6 funkcionalitds mellett a szoftver tartalmaz még két kisebb funkcionali-
tast is, ezek koziil az egyik a kétdimenzids fliggvényabrazolasi lehetoség, a masik pedig a
haromdimenziés fiiggvények megjelenitésének lehetosége.

Az szoftver a differencidlegyenletek megoldasdhoz a 2. fejezetben leirt numerikus
eljarasokat alkalmazza.

A grafikus felhasznal6i felillet megalkotasdhoz a Swing (Java) komponens készletet
hasznaltam. A Swing hasznélataval célom az volt, hogy egy felhasznalébarat és konnyen
kezelheto feliiletet hozzak 1étre, amelyen a felhaszndlé konnyedén eligazodhat. Tovabba e
komponenskészlet hasznédlata mellett szol az is, hogy a késobbiekben bemutatéasra keriilo
konyvtarak, melyek az abrézolas megvaldsitasdra hasznaltam szintén Swing komponen-
sekkel vannak megvalésitva.

Felhaszndléi feliilet, valamint a harom funkcionalitdas bemutatasa képekben:

4. algoritmus: Switch hasznalata

1 switch order do

2 case bloody mary do

3 Add tomato juice;

4 Add vodka;

5 break;

6 case hot whiskey do

7 Add whiskey;

8 Add hot water;

9 Add lemon and cloves;
10 Add sugar or honey to taste;
11 break;

12 otherwise do
13 ‘ Serve wine;
14 end

15 end

5.2. A szoftver megirasahoz hasznalt konyvtarak

A szoftver elkészitésénél szitkségem volt néhany elore megirt osztalykonyvtarra, ame-
lyek megkonnyitették a munkamat. Ezekrdl tudni kell, hogy nyilt forraskéduiak, tehat
barki szamara elérhetéek az interneten, tovabba azt is, hogy ezek is Java nyelvben ir6d-
tak, hasonléan, mint az altalam irt alkalmazas. A tovabbiakban szeretném bemutatni
ezeket a konyvtarakat és azt, hogy mire- és hogyan hasznaltam fel oket.

« JMathPlot (https://sites.google.com/site/mulabsltd/products/
jmathplot):

— Java konyvtar, amelyet interaktiv megjelenitésre, abrazolasra fejlesztettek
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— gyors és konnyl utat biztosit tudoméanyos adatok megjelenitésére Swing kom-
ponensek segitségével (nem hasznal openGL-t)

— az altala biztositott sajat komponenseket gy lehet haszndlni, mint barmely
mas Swing komponenst

— a szamomra legfontosabb tulajdonsaga az, hogy két- és haromdimenziés abra-
zolési lehetOséget biztosit, ezt hasznaltam fel az alkalmazasomban

o JMathArray (https://sites.google.com/site/mulabsltd/products/
jmatharray):

— olyan Java konyvtar, amely alapveté matematikai, linearis algebrai miivelete-
ket biztosit szamunkra
— a konyvtar altal biztositott statikus metodusok tombokre alkalmazhatdak

— a szoftverben arra haszndltam, hogy egy megadott intervallum két végpontja
kozott egy bizonyos 1épéskozzel haladva egy tombot tudjak feltolteni (inkre-
mentalas)

o JEP (http://www.cse.msu.edu/SENS/Software/jep-2.23/doc/website/):
— szintén egy Java konyvtar, amelyet kiilonb6z6 elemzésekre és kiértékelésekre

fejlesztettek

— segitségével egy szovegként (sztring-ként) megadott kifejezést konnyedén kiér-
tékelhetiink, elvégezhetiink

— a szovegként megadott kifejezésbdl a hattérben egy kifejezésfat épit fel, majd
a késobbiekben ennek a fanak a segitségével dolgozik

— emellett sok altalanos matematikai fiiggvény és konstans is bele van épitve,
amiket szintén konnyedén elérhetiink

— az altalam fejlesztett szoftverben a fiiggvények sztringként adhaték meg egy
beviteli mezon keresztiil, a JEP konyvtarat ezen fliggvények ,parszolasara”
hasznaltam fel
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5.3. Diagramok

5.3.1. Use Case diagram
5.3.2. Osztalydiagram

A szoftver szerkezetileg két nagyobb részbél (csomagbdl) all, az egyik a felhasznaléi
felillet megalkotdasahoz sziikséges osztalyokat tartalmazza, a masik pedig a differencial-
egyenletek megoldasara szolgald osztalyokat és a parszer osztalyt, mely egy sztringként
megadott fliggvény kiértékelésére szolgal.

Az implementacional a felhasznaléi feliilet elemeit tartalmazé csomagot ,,View”-nak,
a numerikus médszereket és a parszert tartalmazo csomagot ,,Model”-nek neveztem, emel-
lett a 6.7-es abran megjelenik egy harmadik csomag is, amely tartalmazza a ,,MainClass”-t
és egyben a main() met6dust is. Az alabbi két diagramon lathatjuk a felsorolt csomagokat
és a benntik 1év6 osztalyokat, illetve a koztiik 1év6 kapcsolatokat.
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5.3.3. Szekvencia diagram

A (S max )

A(s)

A(0)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Py

Smax \ s

5.3. dbra. A A(s) grafikus képe

Typography

ETEX

Design Coding

5.4. Abra. Venn diagram TIKZ segitségvével

5.3.1. Definicié. Legyen (X, d) és (Y, p) két metrikus tér, legyen T : X — Y eqy leképe-
zés. Azt mondjuk, hogy a T leképezés Lipschitz tulajdonsdgi, ha létezik eqy olyan L > 0

szam amelyre
p(Tz,Ty) < Ld(z,y) V., y € X.

Az L szamot Lipschitz dllandonak nevezziik.
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Ha T : X — Y leképezés Lipschitz tulajdonsagu, és az L < 1 akkor a T operatort
kontrakcionak nevezziik. Azt mondjuk, hogy z* € X fixpontja a T operdtornak ha

Tx* = z*.

5.3.1. Tétel. Banach féle fixponttétel Legyen (X, d) teljes metrikus tér és T : X — X
leképezés eqy kontrakcio az L < 1 dllandoval. Ekkor igazak a kovetkezo dllitdsok:

1. T-nek eqy és csakis eqy x* fixrpontja.

2. Bdrhogy vdlasztunk meg eqy vo € X elemet, a xyr1 = Txy sorozal konvergens és
Tz, — x*, ahol k természetes szam.

3. Igaz, hogy
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Osszefoglalé

Dolgozatomban differencidlegyenletek megoldasaval foglalkoztam, amelyet kiillonbo-
z6 programozasi technologidk segitségével valésitottam meg. Eloszor ismertettem a dif-
ferencialegyenletek numerikus megoldasanak elméleti alapjait, majd megvizsgaltunk és
levezettiink harom numerikus médszert az Euler-, a Runge-Kutta és a Dormand-Prince
modszereket. Ezek koziil a mai technolégiakban leginkabb hasznéalatos Dormand-Prince
algoritmus esetében megnéztiik, hogy milyen szoftverekben talalhatjuk meg, mint alap-
értelmezett differencidlegyenlet megold6. A tovabbiakban ismertettem két modellt, a leu-
kémia betegség alap modelljét és a hulliammozgas modelljét, ezzel is kihangsulyozva a
téma fontossagat, hogy mennyire fontos az idotényezo bizonyos problémak egyenleteinek
medoldasanal. Ezek utan részletesen is mégnéztiik, hogy milyen szoftvereket alkalmaz-
tam és alkottam a differencialegyenletek és rendszerek megoldasara. A szoftvereket két
kategdridba osztotottuk fel, az elsé a mar 1étezd szoftverek kategéridja, a mésik pedig
az altalam megvalodsitott szoftverek csoportja volt. Az elsé kategoridban ismertettem két
technologiat, a Matlab altal nyultott ode4b beépitett megoldét és a Boost konyvtarcso-
magban taldlhaté Odeint nevii konyvtarat. Az altalam irt szofverek csoportjaban négy
megval6sitast mutattam be ezek a Matlab, Java, C++ és Android technolégidk segitsé-
gével késziiltek. Emellett megnéztiik, hogy mennyire hatékonyan lehet parhuzamositani
a differencidlegyenletek megoldasat CUDA technoldgia segitségével és a grafikus kar-
tyat (GPU-t) felhasznalva. Végiil kiértékeltiik a tesztelés sordn kapott eredményeket és
osszehasonlitottuk a kiilonb6zo programokat, kiemelve azok erdsségeit és gyengéit. Majd
levontuk a kovetkeztetéseket, hogy melyik technologia iranyaban érdemes tovabb haladni
és melyik az, amelyikkel nem éri meg foglalkozni.

Jovobeli terveimet illetéen szeretnék jobban elmeriilni a GPU-n torténd differencial-
egyenletek megoldasanak modszereiben, valamint ezek alkalmazasat kiprobalni és tanul-
manyozni a parcialis differencidlegyenletek teriiletén (PDE). Tovabba érdemesnek tartom
a C++ szoftver tovabbfejlesztését és egy differencidlegyenlet megoldé konyvtar megalko-
tasat, amely ingyenesen hasznéalhaté és nyilt forraskddu lenne.
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Koszonetnyilvanitas

Ez nem kotelezo, akar torolheto is. Ha a szerzd sziikségét érzi, itt lehet koszonetet
nyilvanitani azoknak, akik hozzajarultak munkajukkal ahhoz, hogy a hallgaté a szakdol-
gozatban vagy diplomamunkaban leirt feladatokat sikeresen elvégezze. A konzulensnek
valo koszonetnyilvanitas sem kotelezo, a konzulensnek hivatalosan is dolga, hogy a hall-
gatot konzultalja.
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Figgelék

F.1. A TeXstudio felilete

Texstudio

* \chap

u  \setcounter{chapter}{6}
\setcounter{equation}{0} *
\numberwithin{equation}{section}
\numberwithin{figure}{section}
\numberwithinlstisting}{section)

umberwithin{tabular{section}

. \section(A TeXstudio felilete)

A | Sobesntianatng
. entering 10
yom, keepaspectratiol{figures/TeXstudio.png)
- \LaTeX-szerkeszt6.}
nd(figure)
Elet, a il kérdésére}
A Bitagorasz-16telbdl levezetve
~ \begin{align} !
Ccr2=a"240°2=42.
\end{align}
A Faraday-indukcids rvénybl levezetve
- \beginfalign}
frac{dB}{dt}\nspace{1cm}\longrightarrow \hspace{1cm}
U_i=intlimits_\mathbi{L g
\endialign)
F.2. Vilasz az ,Elet, a viliAgmindenség, meg minden” kérdésére
A Pitagorasz-tételbél levezetve
(F2.1)
LIne= 22 Colimi=43] INSERTH A Faraday-indukeiés torvénybél levezetve
Log  Proview _Search Results =
P “symctex=1 “diploma_Dolgozat_SAPIENTIA_MIT_marcius_19" tex iB 4
Process e necraty ot E =" — - }(Edl I /Bda —42. (F.2.2)
dt dt
L A
Pages 3810390139 246% | ©
im 5 enUs | UTF-S Ready Aomac B n  m

F.1.1. dbra. A TeXstudio BTEX-szerkeszto.
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F.2. Vilasz az ,,Elet, a vilAgmindenség, meg minden” kérdésére
A Pitagorasz-tételbol levezetve
=a®+ b =42 (F.2.1)
A Faraday-indukcids torvénybol levezetve

Y R A }[Edl __4 /Bda — 42, (F.2.2)
dt J it )
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